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Osiowe rozciaganie i sciskanie

Naprezenia przy obcigzeniach osiowych, zasada de Saint-Venanta, prdba statycznego
rozciggania i Sciskania, monotoniczne witasnosci materiatowe, odksztatcenia wzdtuzne i
poprzeczne, modut Younga, liczba Poissona, efekt Bauschingera, warunek bezpieczenstwa
i warunek sztywnosci przy rozcigganiu i S$ciskaniu, efekt koncentracji naprezen,
wspotczynnik ksztattu, rozwigzywanie ukiadow statycznie niewyznaczalnych.
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lllmm 2.1. Rozciaganie/sSciskanie - naprezenia

Al; = const.

Al g; = const.= o, |
Zgodnie z prawem Hooke'a: T ~0

Miedzy N a o, zachodzi zaleznos$é: N = f o,.dA
. _




pozostajgcego w rownowadze, dziatajg w rézny

sposdb przytozone lecz statycznie rownowazne obcigzenia, to w dostatecznej odlegtosci od
obcigzenia

tego obszaru rozktady naprezen s3 jednakowe, a wiec nie zalezg od sposobu przytozenia

Jezeli na pewien obszar ciata sprezystego,




M‘]“JJ 2.3. Proba statycznego rozciqgania i Sciskania
AGH

Aparatura badawcza:

Maszyna wytrzymatosciowa: Ekstensometr liniowy i Srednicowy:
Il 0 i O_‘ i

!
MTS 810 Material Test System
—_—




AGH
A
] [
Elh A
3 materiat
,—g elasto-plastyczny

_

wydluzenie Al

g

nlJJ 2.4. Krzywa monotonicznego rozciggania/sciskania

materiat

Naprezenia inzynierskie:

Odksztatcenia inzynierskie:
[y — dtugosé poczatkowa,

A,y — poczatkowe pole
przekroju poprzecznego

sprezysto-plastyczny
materiat
sprezysto-kruchy

o\ tana =E

=

Al

£=K

E — modut Younga (MPa)




ll“]m 2.4. Krzywa monotonicznego rozcigqgania/sciskania

AGH

Charakterystyczne granice wytrzymatosciowe: An|

Granica proporcjonalnosci (R,,) to naprezenie inzynierskie wyznaczajace koniec -y
zakresu w obrebie ktérego zachodzgce odksztatcenie jest proporcjonalne do fedf= 7~ LR/_J
wywotujgcego je naprezenia (granica liniowej sprezystosci, granica
obowigzywania prawa Hooke’a) a)tna=E

Granica sprezystosci (R,,) to naprezenie inzynierskie, po przekroczeniu ktérego lo
cialo, mimo odcigzenia, nie powraca juz do pierwotnych ksztattéw badz
wymiarow. Umowna granica sprezystosci odpowiada naprezeniu przy ktérym
odksztatcenia trwate osiggajg pewng umowng wartos¢ (np. 0.05% przy Ry gs)- /

J
J

Granica plastycznosci (R,) to warto$¢ naprezenia inzynierskiego przy ktérym zaczynaja powstawac
nieodwracalne odksztatcenia plastyczne. Przy tzw. wyraznej granicy plastycznosci nastepuje wyrazny wzrost
odksztatcen bez przyrostu, lub nawet przy chwilowym spadku, naprezen. Umowna granica sprezystosci
odpowiada naprezeniu przy ktdorym odksztatcenia plastyczne osiggajg pewng umowng wartosc¢ (np. 0.2%

przy Reg,)-

Wytrzymatos¢ na rozcigganie (R,,) to naprezenie inzynierskie odpowiadajgce najwigkszej sile rozciggajacej F,,
uzyskanej w czasie statycznej proby rozciggania.

Wytrzymatos¢ na sciskanie (R.) to naprezenie inzynierskie odpowiadajgce najwigkszej sile sSciskajacej F,
uzyskanej w czasie statycznej préby sciskania.

Naprezenie zrywajace (R,) to rzeczywista warto$¢ naprezenia dziatajgcego w miejscu zniszczenia probki w
momencie utraty spdéjnosci, odpowiadajaca sile przytozonej do probki w chwili zniszczenia (F,), odniesionej
do rzeczywistego pola przekroju poprzecznego prébki (A,) w miejscu jej rozerwania (R, =F,/ A,).




MMJ 2.4. Krzywa monotonicznego rozciggania/sciskania
AGH
Charakterystyczne parametry:

Odksztatcenia do zniszczenia (A lub &) — trwate odksztatcenie inzynierskie
probki zmierzone po zerwaniu:

ly-1
£f= Ulo 03 (Ro.os%) Ryp
gdzie: ly — faczna dtugosc probki po rozerwaniu,

lo — dtugos¢ poczatkowa probki

Przeweienie (g) — wzgledna zmienna pola przekroju poprzecznego prébki
W miejscu jej zerwania: _ Ao—Ay,
Ao .
gdzie: Ay — pole przekroju poprzecznego probki po zerwaniu,
Ag¢ — poczatkowe pole przekroju poprzecznego probki,

ay
~
N

Modut Younga (E) (modut sprezystosci podtuznej) — stata okreslajaca | materiat | EGPa |

sprezystos¢ materiatu, wyrazajgca sie zaleznoscia wzglednego guma 0.01-0.1
odksztatcenia liniowego materiatu (&) od dziatajgcego wzdiuz tego polipropylen 1.5-2
samego kierunku normalnego naprezenia (o), w zakresie odksztatcen drewno (dgbina) 11
sprezystych. Modut Younga odpowiada tangensowi kata nachylenia 2‘:&?{: 50380
inzynierskiej krzywej rozciggania o — & do osi odksztatcen (g w Aluminium 69

zakresie obcigzen ponizej granicy proporcjonalnosci (R,,). mieds 100-115

_ o B ‘ stal 190-210

E="/¢ |:> 6=E'& | . prawoHooke'a diament 1050-1200




M 2.5. Odksztalcenia poprzeczne przy obcigzeniach osiowych

lll

AGH

] Odksztatcenie wzdtuine:
N al
B €= E Al S l1 = lO

Odksztatcenie poprzeczne:

p ) Ad
=
_ < dy 1=
N Ny
| l - £
l, P _ _y v - liczba Poissona (0 < v < 0.5)
2 o . - 2 materiat v
—Srednica koncowa:; korek 0
Al ] szkto 0.18-0.3
& = —VE= —V—— E beton 0.2
Ly Al Seli
- Q Ad = —v—d, Al zeliwo 0.23-0.27
Ad lo "L I:» d, = dy —v—d, stal 0.24-0.3
E, = —
P~ 4, | Ad = dy — d lo stopy Al 0.26-0.36
i Al miedz 0.33
di=do|1- vl_ tytan 0.35
0 kauczuk 0.5




M“UJ 2.6. Reakcja materiatu na odcigzenie
AGH

Efekt Bauschingera:

Jezeli przy obcigzaniu materiatu wykazujgcego efekt
R.1--- umochienia przekroczona zostanie granica plastycznosci,
to przy zmianie kierunku obcigzenia (odcigzaniu)
odwrdcone plyniecie materiatu nastgpi gdy zmiana
naprezenia osiggnie wartos¢ Ao = 2R, tj. powyzej

Al poziomu granicy plastycznosci przy monotonicznym
- —> > $ciskaniu.

= 2R,

Ao

M




mmﬂ 2.7. Rozciaganie/sciskanie - warunek bezpieczenstwa
AGH

o, (0.) - naprezenia rozciggajace (sciskajgce)

0,(00) = 7 < Ky (ko)

k, (k.) —dopuszczalne naprezenia w przypadku
rozciggania (Sciskania)

Naprezenia dopuszczalne

y; _l . .
e K K — naprezenia krytyczne
n

Zaleznos¢ ogolna: = , . . ,
n — wspotczynnik bezpieczenstwa

L4 N

materiaty elasto-plastyczne materiaty kruche

Re Rm RC
ky =k.=— k, = — k.

ne nm nc

R.>R, =k >k,

n,, n_, n.— wspotczynniki bezpieczenstwa



ll\

AGH
Rozcigganie
=—<k
o =
| . A -

I_'__l
N

2|

Spetnienie warunku bezpieczenstwa gwarantuje
bezpieczng prace obiektu, bez wzgledu na jego dtugosc.

M] 2.8. Ograniczenie zastosowania warunku bezpieczenstwa

Sciskanie

W przypadku elementow o duiej smuktosci (znaczna
dtugos¢ w stosunku do wymiaru poprzecznego) nie
gwarantuje jego bezpiecznej pracy spetnienie samego
warunku bezpieczenstwa na sciskanie.
Z uwagi na zjawisko wyboczenia konieczne jest
uwzglednienie warunku statecznosci.




mJJ 2.9. Rozciagganie/s$ciskanie — warunek sztywnosci

lll

AGH
Prawo Hooke’a :
o} _
,/,I \‘ 3 g
Rel - fmm?” e
Pl
- = AE
A
o\ tana =E Al
> E=—
£ {
g o - P — osiowa sita
Warunek sztywnosci: | Al = 1E < Algop

| — dtugos¢ elementu

A — pole przekroju poprzecznego
E — moduf Younga

Algop — dopuszczalna zmiana dtugosci elementu



M““ 2.10. Rozciaganie/sciskanie — warunek ekonomicznoéci{“ﬁ
AGH

Warunek ekonomicznosci w przypadku konstruowania elementéw poddawanych rozcigganiu/sciskaniu
polega miedzy innymi na unikaniu nadmiernego przewymiarowywania wymiarow poprzecznych
elementow, ponad wartos¢ teoretyczng (A,,;,) spetniajaca odpowiedni warunek bezpieczenstwa:

Amin = k_ Amin - k_
r c

Dopuszczalne naprezenia k, i k_ spetniaja juz wymagane zapasy bezpieczenstwa.




MmJJ 2.11. Rozciaganie/sciskanie — przykitady obliczen
AGH

Przyktad 1.1:

Obliczy¢ wartosci naprezen w poszczegolnych czesciach preta jak na rysunku, catkowitg zmiane jego
dtugosci wywotang dziatajgcym obcigzeniem, a takze koncowg Srednice w przekroju 3-3.
Dane:

Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-105 MPa , v=0.3

G11,035,033=??7?

d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?,d,'=?
7 3 Ni_q 4-Ny_q
/_,/ IZ — I 1 0'1_1 = A = dz dz
= 5 b P 1-1 w(df —dg)
3 2 4 1
%11 =002 —102) _  “ 4
- _ Ny, _ 4-N;_
032 = = >
Ay mdj
4 (—15000) 47 75 MP
O2-2= "0~ h a
o o _ N3_3 _ 4+ N3_3
upl 3-3 A3_3 T[d%
4-45000
03_3 = = 63.66 MPa

- 302
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mJJ 1.11. Rozciaganie/sciskanie — przyklady obliczen

AGH
Przyktad 1.1:
Dane: Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-10° MPa, v=0.3 G11 Gy, Ogg= 227
d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?, d,'=?
; I3 N\
i%l I 2 I 1 Alc— All + Alz + Alg
R P, \[_’2 = - P, Al Nyl 4Nyl
% < > S YA E m(d?—-dd)-E
12 |1 |, __ 4 (-6000)-400 _ . o
. HMENS . L | "M T r@oz—109)-21-105 o> mm
N, >l 4-N,_,-1
a A= = wdE
- \ \%X 2-2 mT-dy -
S ) W N 4 - (—15000) - 400
P : — - _
3 % W 2= — 50557 105 — —0-0909 mm
> Nyl 4-Ny_5-1
I{# |P!|| @| uPl AL = 3-3°¢ _ 32 3
4§ N1-1 = —6KkN Az 3 E m-d;E
Ny = —15kN 4 - 45000 - 400
= =0.1213 mm

37 1-302-2.1-105

Al.= Al; + Al, + Alz=—0.0485 — 0.0909 + 0.1213 = —0.0181 mm




mJJ 1.11. Rozciaganie/sciskanie - przyklady obliczen

lll

AGH
Przykiad 1.1:
Dane: Szukane:
P,=6 kN, P,=9 kN, P,=60 kN, £=2.1-10° MPa, v=0.3 G11 Gy, Ogg= 227
d,=20 mm, d,=10 mm, d,=30 mm, I= 400 mm Al =?, d,'=?
% 3
_% 12 - ! < Ad, Al
R P, P> P, d. =& = TVES= _VT
/'_'_.\] ._.__>..H R ._._50._ 2
y ) y )
. 2 A = Ady=d, —d
£ | |3 | | |1 14 l 2 — 2— Y2 2
- -1 " o
. % . Al Al
§ N3_3=4—5kN 1-1 d2=d2_VTd2=d2 1_VT
= \ N
= ﬂl T <| (¥ N 0.1213
|t+ P3 \ \ é I . —
R "T N d, =30{1-0.3 l = 29.997 mm

i IS
Pl N, = —6kN

Nz_z - —15 kN




lﬂm 1.11. Rozcigganie/sciskanie - przyktady obliczen
AGH

Przyktad 1.2:

Dobrac¢ srednice pretéw konstrukcji jak na rysunku a nastepnie obliczy¢ pionowe przemieszczenie
punktu C, znajac dtugosé poczatkowsa pretow I.

Dane: Szukane:

P=21.6 kN, k=120 MPa, a=30°, E=2.1:10°5 MPa, I=1.2 m d=?, f="

\/

~

B Ze wzgledu na symetrie uktadu sit (oraz warunek };i-, Fj,, = 0):
5,=5,=S = d;=d,=d

n P 216 _
zi=1Fiy=0=>ZScosa—P=0 :>S_2cosa_ \/§~12.47kN
2

/ Warunek bezpieczenstwa:

| o =£<k . — 4-5 <k

! Y M "Ng-d2= T

A ¢ i 4-s=j4-12.47-103=1151mm

.k, m-120 '

Przyjmujemy: d=12 mm




MMJ 1.11. Rozciaganie/sciskanie - przykiady obliczen
AGH
Przyktad 1.2:

Dane: Szukane:
P=21.6 kN, k,=120 MPa, =309, E=2.1-10° MPa, I=1.2 m d=?, f="
S =12.47 kN
d=12 mm
Al ]
fc N

~ cosa ~ 4-5-1
Sl 4-S-1 B fe= 2 @ E cosa

Al: =
A-E m-d?-E |

_ 4:12.47-10°-1200

fe
n-122-2.1-105-§

=0.7275 mm




MMJ 1.20. Zjawisko spietrzenia naprezen

AGH
AI Omax

On

A
a\\\\\\,@\\\\% :

A
P Wspotczynnik ksztattu:
1 - naprezenia nominalne, C,=—
A, k.) = O max
. . “k( t)_ l1<a, <o
2 — rzeczywisty rozktad naprezen, a'n
Omax - Naprezenie maksymalne, tj. rzeczywiste naprezenie na dnie karbu w materiale

idealnie liniowo — sprezystym.

Ch - naprezenie nominalne, tj. naprezenia jakie istniatyby na dnie karbu gdyby zjawisko
spietrzenia naprezen nie obowigzywato (obliczone na podstawie elementarnych
wzoréw wytrzymatosciowych lub naprezenie w przekroju odlegtym od karbu).



mJJ 1.20. Zjawisko spietrzenia naprezen

lﬂ

AGH
. . __ Ymax
Wspétczynnik ksztattu: ay(ks) = o l<eo, <o
n
Wspotczynnik ksztattu zalezy od: Uwaga: wsp. ksztattu nie zalezy od:
v geometrii elementu X materiatu elementu,
v wymiarow karbu X  wielkosci obcigzenia,
v sposobu obcigzenia X wspotczynnika skali (tj. wielkosci
obiektu przy zachowaniu proporcji
a, -0, wszystkich wymiaréow)
Gy /_ k “n
P « _ materiat liniowo - sprezysty
o [
t max
- : : .
y| materiat sprezysto - plastyczny
0 X Oy ————

—{d }—\\ Na skutek uplastycznienia

w | o, rzeczywista wartosc¢ ¢,,,, moze

l “'%"’csx by¢ mniejsza od 0,G,,.,
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M] 1.20. Zjawisko spietrzenia naprezen

AGH
. . O max 1
Wspétczynnik ksztattu: ai(ky) = <o <©
Oy
Przyktadowe rozwigzania
30 - 30—
N T T y T T
28 T e ) s
N —w Od : \ — D d [
\ o= 150 Ld T F
K; \\ K, '\\\ _\H‘
2.4 = 1.8 —N d= 110 ==
\ - S £d= 105 F =l | |
22 1.4 —_—
\-‘_—_ | nia= 102 .
20 qg— 1 1
0D 01 02 03 04 05 OB 07 OB 0 oos o010 015 020 025 D30
i el
30 I ——— 30 T T T ]
dfh =10 ! '
26 g Qdd | | 26 v jgz D _
1 _:* T o d T —
22 :"““"s(q_\. )" n! :7:::| ]
K. .| =025 f | |
t1a I dih = 0.5 Ky . — D = 2 I
' dh=1.0 - — el = 1.33
B Mgy, P w-é. — = 1,00
1.4 \ 14—t —— —d =100 —
dh = infinity T — : %
L 1.0
mu 01 02 03 04 05 0B 07 08 o o055 010 015 00 025 030
cdw r/d  ©1995 AnalysisChamp.com




MmJJ 1.12. Rozciaganie/sciskanie - uklady statycznie niewyznaczalne
AGH

Statycznie niewyznaczalnymi nazywamy takie uktady obcigzen, w ktdrych liczba niewiadomych reakgji
jest wieksza od znanej ze statyki liczby warunkow réwnowagi, np.:
——Uktady jednokrotnie statycznie niewyznaczale Uktad dwukrotnie statycznie niewyznaczaly

liczba sktadowych reakcji 7
Rg,

liczba rdwnan statycznej
rownowagi

reakcja nadliczbowa

2 liczba sktadowych reakcji 3

1 liczba rownan statycznej 2 .
réwnowagi Uktad 8 krotnie

1 reakcja nadliczbowa 1 statycznie

niewyznaczaly




mJJ 1.12. Rozcigganie/sciskanie — uklady statycznie niewyznaczalne

lll

Uktady statycznie niewyznaczalne rozwigza¢ mozna uwzgledniajgc odksztatcenia elementéw tworzacych
dany obiekt, tj. uzupetniajgc rownania rownowagi statycznej odpowiednimi réwnaniami réownowagi
odksztatcen, tak by tgczna liczba rownan odpowiadata liczbie nieznanych sktadowych reakgcji.

Odksztatcenia (zmiana dfugosci) elementu moze by¢ w szczegélnosci wynikiem:

_ Pl
 AE

% dziataniasit: | Al P —osiowa sita | —dtugosé elementu E— modut Younga

At = tq — ty — przyrost temperatury
“ dziatania temperatury: | Al = At-1-a |a (1/°C), (1/K) - wspdtczynnik rozszerzalnosci
termicznej




MNJJ 1.13. Ukiady statycznie niewyznaczalne - przyktady obliczen
AGH

Przyktad 1.3:
Dobrac srednice pretow (d, i d,) konstrukc;ji jak na rysunku.
Dane: Szukane:

P=21.6 kN, k=120 MPa, E,=E,, |,=l,, A,=2A, d,=?, d,=?

RAwnanie rownowagi statycznej:
n

i=1
Rédwnanie rownowagi odksztatcen:

Al Al
o2 AL =20 ] %R MR

2 4 S = 2
@t g [ TRERT RaER
Al = = -
AE  mwd?E d>
=>R2=2R1_2
di N
d2 d?2 dj
uwzgledniajac: 4, = 24, :})—RYZ: 2% =>d—2=2-
:>R2:4'R1
5
—R,2a — R,4a + P5a = 0 = — R,2a —4R,4a + P5a =0 = 18R, = 5P =>R1=1—8P . ZOP
>R, =—

R, = 4R, 18




lﬂm 1.13. Uktady statycznie niewyznaczalne - przyktady obliczen

AGH

Przyktad 1.3:
Dobrac srednice pretow (d, i d,) konstrukc;ji jak na rysunku.

Dane: Szukane:
P=21.6 kN, k=120 MPa, E,=E,, |1=|2, A,=2A, d,=?,d,=?
> R, = 20P
Ri=18? Z 18
1° Warunek bezpieczennstwa dla preta (1):
4' = R1
Or1 = A dz <k,
~d 20-21600 _ 7 9g
12 1tk 181tk 18- mw-120 ——— ¢
woéwczas: =2d? 2d, =dV2 =d, =7.97-V2 =11.28 mm

2° Warunek bezpieczenstwa dla preta (2):

4R _ |, . [+:R_ | 80P _ [80-21600  _
MA@ T2 mk, T (18w k(18- w120 T

Ostatecznie przyjmujemy:
di=11.3mm d, =16.0 mm

woéwczas:= d, = dz/\/f >d, = 15_95/\/5 =11.28 mm




MmJJ 1.13. Ukiady statycznie niewyznaczalne - przyktady obliczen

AGH

Przyktad 1.4:
Pret o skokowo zmiennym przekroju zostat umieszczony miedzy dwoma sztywnymi i nieprzesuwnymi
scianami z luzem 0. Obliczy¢é normalne naprezenia w obu przekrojach preta (c,, G,), jezeli zostanie on

obcigzony osiowg sitg P jak na rysunku.

Rownanie rownowagi statycznej:
Dane: B A, E, 8 Szukane:o,=?,0,=? gl statycznel

n
z F,=0 = —R,+P—R,=0
i=1

Réwnanie rownowagi odksztatcen:

AlczAl1+Al2=6 — Nll N2l=6-
Nl 2AE  AE
Alj= — - =
L AiEi N1:RA
Ryl — P)l Ry Ryl Pl
IL> ; ) =62 + 4
2AE  AE AE
— F NZZRA—P:—RB 3 5 2 5 -
R R °R,=P+-AE >Ra==|P+-AE
A Hﬂ R, |L> SRy =P+TAE 4 3< l -
1 é B
&>RB=P_RA=§<P—27AE> uwzglednlajqc._RA_|_p_RB_O-
tad: o M _ Ra 1 P+8E N, —-Rg 1 28E P
S : = T o=l s = — = -_— — _——
W IT U T2aT3\aT 2T T3\%T7 T a



lﬂ]ﬂ 1.13. Uktady statycznie niewyznaczalne - przyktady obliczen
AGH
Przyktad 1.5:

Trojstopniowy pret jak na rysunku umieszczono pomiedzy nieprzesuwnymi sztywnymi scianami a
nastepnie podgrzano o At. Obliczy¢ najwieksze normalne naprezenia w precie.
Dane: |, A, E, §, At, « Szukane: o, =?

B Ale =6 (1) Al — wydtuzenie wywolane zmiang temperatury
> R °°' Al = Al + Al (2) Al — wydtuzenie wywotane dziataniem sit
ol §  Alp=3lL-a-At  (3)
%\ I - Alp = Alpl + AlFZ + AlFl
| | o . R o - R .. R
/%) } LT 34E P27 AE B3 24E
AE |
—\ : — Rl Rl RI 2Rl 6RlI  3RI 11RI
Alp = — ——— = — — — S —
! | F=T3AE AF 24E ~ GAE GAE 6AF P ="Gap @

| (3)
| \i (4)

- 0| # (1)} 11RI
| D Al +Al; =6 FB) 3l-a At ——— =
3AE| . (2) e 3l-a-At——am =6 1

/%//{Aff 7
=6E(31.1al.lAt—6) & R:ﬁ(Bl-a-At—S)

R
: Omax =0@ =~4 B |0 111






